CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Filiera tehnologica : profil tehnic

Clasa a IX-a

1. Se considera functia f: R—>R , f(x) = 2x — a, a (0, ).
1) Demonstrati ca solutiile ecuatiei Hf (x)| - 2a‘ =2a,a€e (0, oo) sunt in progresie aritmetica.
2) Demonstrati ci daci existd u si v diferite astfel incat |f (u)-f (V)| <2, atunci u—v|<1.
3) Demonstrati cd daca M este o multime cu 3 elemente astfel incat M [2010,2012] atunci

exista cel putin doud elemente x si y apartindnd multimii M astfel incat |f (x) —f (y)| <2

2. Avem la dispozitie 2012 patrate 3x3, impartite fiecare in cate 9 ,,patratele” 1x1 prin drepte
paralele cu laturile patratului initial si notate Py, Py, ..., P2gia2. in fiecare dintre patratele initiale se
completeaza patratelele din colturi si apoi cel din centru, Incepand cu patratelul din colful
dreapta jos, 1n sens trigonometric, cu numerele naturale nenule distincte, in ordinea naturala (1,
2,3, ...).

a) Ce numar se va afla in centrul patratului P3 ?
b) Cate numere naturale se vor utiliza pentru completarea celor 2012 patrate initiale ?
¢) Care este pozitia pe care se va afla numarul 2012 ?

3. a) in paralelogramul ABCD cunoastem ca ‘E + E‘ = ‘A—B - H)‘ .

Demonstrati ca paralelogramul este un dreptunghi.

b

C s . . . . . a c
b) Demonstrati ca in orice triunghi are loc inegalitatea + + >6, unde a, b, ¢
p-a p-b p-c
reprezintd lungimile laturilor triunghiului iar p este semiperimetrul triunghiului.

4. O tablda dreptunghiulard este taiatd, prin drepte paralele la S S,
laturi, in patru bucati avand ariile S;, S,, S3, S4 (vezi figura
alaturata).
a) Demonstrati ca S; - S3=S, -S4 S4 S;
b) Cunoscand ca S, = 300cm?, S; = 180cm?, S4 = 120cm?,

determinati suprafata initiala a tablei.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0la 7.
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Filiera tehnologica : profil tehnic

Clasa a X-a

1. a) Sa se demonstreze ca functia f': (O,oo) — R, f(x) = 5" +lgx este strict crescatoare pe (O,oo).

b) Comparati numerele a = J5 —lg2 sib= Is5- 1g3.

2. Stefan vrea si citeascd o carte care are 381 de pagini. El isi propune si citeasca in prima zi un
numar intreg de pagini, apoi in fiecare zi, s citeascd un numar de pagini egal cu dublul
numarului de pagini citite in ziua precedenta. Cate pagini a citit in prima zi §i In cate zile a
terminat de citit cartea, stiind ca a citit cel putin doua zile ?

\BJF VE]

3. Se considera numarul a:(z+§+i— . _+E_17J’ unde z este un numar complex de
z

modul 1.
2
1 .VJ3
z+—+ 1£ :
2 2
b) Determinati valoarea maxima a numarului a .
¢) Determinati numarul complex z, pentru care a=4.

a) Sa se demonstreze ca a =

4. Fie sumele urmitoare: S, = CYy, +2C5, +2°Ciyy +..2°Ciop si
S, =Clpp +2Ch +2°Cp +...27C,
100
a) Demonstrati ca (1 + \/5) =S+ \/ES2 .
1

2100 )

b) Sa se demonstreze ca 0 <SS, — \/ES2 <

c) Calculati [103 0 (S1 - \/582 )} , unde [X] reprezinta partea Intreaga a numarului x.

Notd: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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ClasaaXla

: . -2 1 2 0) . 7 10
1. Se considerd matricele A = , B= si C= .
1 -1 0 -3 -5 -8

a) Sa se verifice egalitatea C=A -B-A™.
b) Si se determine matricea B", unde neN".

¢) Si se determine matricea C", unde neN" .

2. O unitate economica ce produce frigidere are costuri fixe anuale de 10000€ la care se adauga
cate 200 € pentru fiecare frigider produs. Pretul cu care fabricantul vinde un frigider este de
350€. Notam cu f(n) suma, in euro, cheltuitd pentru producerea a n frigidere si cu g(n) suma, in
euro, ce revine ca beneficiu fabricantului dupa ce vinde n frigidere.

a) Calculati f(100), f(200) si determinati formula pentru f(n).

b) Demonstrati ca g(60) < 0, iar g(70) > 0 si interpretati rezultatele, din punct de vedere al
rentabilitatii activitatii.

c¢) Daca fabricantul si-a propus sa realizeze un profit anual de cel putin 30000€, ce numar de
frigidere ar trebui sa produca si sa comercializeze ?

3. Notim cu % multimea matricelor de ordinul al treilea care au toate elementele numere naturale,
pe diagonala secundara au mereu numdrul 1, iar suma elementelor de pe oricare linie sau
coloana este 2012.

a) Dati exemplu de o matrice din multimea M .

b) Care este numarul elementelor mul{imii M ? Justificati raspunsul.

c) Stabiliti daca exista matrice inversabile in multimea M, care sa aiba inversa tot in mulfimea
M.

4. Se considerd functia f: R>R, f(x)=(x -1)-€™.
1

a) Calculati lxliré(_f (x))x
b) Determinati numarul tangentelor la graficul functiei care trec prin originea sistemului de axe.
¢) Determinati neN" astfel incat ™ (0)<3.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de laO la 7.
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Clasa a XII-a

1. Douai lentile avand distantele focale f), respectiv f, sunt situate la distanta d > 0 una fatd de
cealalta. In aceasta situatie distanta focala f a sistemului este data de legea de compozitie:
f-f

f=fof=—" 2
f,+f,—-d
Considerand legea de compozitie definita pe multimea G = (0, ), se cere:
a) Demonstrati ca legea este asociativa .
b) Cercetati daca legea admite element neutru .

¢) Calculati % o % o g odo(2d)o(4d)o(8d).

3
2. Se considera I(a) = J.;dx,unde aeR.
1 |x - a| +1
a) Sa se calculeze I(1) ;
b) Sa se demonstreze ca I(2) = 2In2 ;
c) Calculati limI(a).

30 0
3. Se considerd matricea A=|0 2 0 | avand elementele din inelul (Z7, +, ) si multimea
0 0 1

CA)={XeM(Zs)|A- X=X A}

a) Determinati n - minim cu proprietatea A" =1; .
b) Determinati forma matricelor din multimea C(A).

¢) Cate matrice din C(A) au determinantul egal cu 0°?

4. Se considera functia f:(0,3) - R,f(x) = arcsin(2X3_ 3) + 2arctg( 37X ]
X

a) Sa se determine f'(x).

b) Sa se determine acea primitiva F a functiei f pentru care F(l) = 37“

Notd: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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